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Resumen

La variable aleatoria es un concepto probabilistico que permite el paso del calculo
de probabilidades de eventos al estudio de las distribuciones. Una de sus
principales facetas es la vinculacion que mantiene con la variable estadistica y que
sienta las bases para el estudio de la inferencia estadistica. Sin embargo, diversas
investigaciones muestran las dificultades en el aprendizaje de este objeto
matematico, aln en el nivel universitario.

A partir del analisis de contenido de diversos libros tanto de texto universitario de
probabilidad y estadistica como de otros introductorios a la teoria de probabilidad
analizamos el objeto matematico variable aleatoria y la red de conceptos que giran
a su alrededor. Hacemos énfasis en la relacion que guardan las variables aleatoria y
estadistica y el papel que esta relacion tiene en el proceso de modelacién
estadistica. El propdsito de nuestro estudio es obtener un acercamiento a la
naturaleza epistémica de la relacion entre ambos conceptos. Desde esta perspectiva,
concluiremos con algunas posibles sugerencias que favorezcan la ensefianza de
ambos objetos matematicos y su relacién sin desvincularlos de su naturaleza
epistémica, en el nivel universitario.

Palabras clave: variable aleatoria, variable estadistica, inferencia estadistica,
didactica la estadistica.

1. Introduccion

El presente trabajo inicia con un analisis de la variable aleatoria en libros de texto
universitarios. Los libros considerados tienen el propdsito principal de la ensefianza de la
teoria de probabilidades en niveles universitarios o de postgrado. Cuatro de ellos: Meyer
(1989), Feller (1989), Wackerly, Mendenhall y Scheaffer (2002) y Devore (2011), tratan de
presentar, junto con el desarrollo de la teoria probabilistica, aplicaciones a la misma
probabilidad en diversas areas de la ingenieria y a si mismos se califican de no rigurosos.
Otros libros: Mood y Graybill (1963), Krickeberg (1973), Cuadras (1999) y Petrov y
Mordecki (2002) describen la teoria matematica desde una perspectiva mas rigurosa y sin
mas aplicaciones que las propias de la misma teoria. Uno mas, Rios (1967) presenta una
perspectiva diferente. Su enfoque mas bien va hacia la estadistica, la probabilidad la maneja
desde una perspectiva Util para esta Ultima. El trabajo se complement6 con otros libros que
proporcionan elementos importantes para concluir nuestro analisis. Tal es el caso del libro
de Boudot (1979) de corte filoséfico y al de Godino, Batanero y Cafiizares (1996) que trata
de mostrar los temas de azar y probabilidad desde una perspectiva didactica.

Por otra parte, la modelacion de fendémenos aleatorios abordados a nivel universitario
esta fuertemente vinculada la variable aleatoria, pero aparecen ligados otros muchos
conceptos (parametro, estadistico, probabilidad, distribucion, funcién), asi como un lenguaje
especifico (verbal, simbdlico y gréfico), propiedades, definiciones y argumentos especificos.
Por eso, la variable aleatoria no sélo es un concepto matematico, sino una configuracion de
objetos matematicos y a la vez un instrumento de modelacion para la resolucion de
problemas en el que se requiere encontrar la regla de correspondencia que asigne valores
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numéricos a los resultados de un experimento aleatorio, que cumpla con ciertos criterios
matematicos y que, a su vez, esté vinculada con un contexto real. Finalmente se muestra que
el concepto de variable aleatoria es esencial para la modelacion de fenémenos vinculados
con el azar, a nivel universitario, y necesita mayor atencion didactica.

2. Lavariable aleatoria

El tema que nos ocupa parte de una situacion aleatoria (experimento), cuyo resultado
se puede valorar mediante una medida cuantitativa (usualmente referida a una cierta
magnitud). En las situaciones aleatorias «para caracterizar el resultado de un experimento,
no basta con decir que se ha producido un determinado suceso, sino que es preciso dar
cuenta de las diversas medidas que se hayan efectuado. La variable aleatoria, es decir, la
magnitud que ‘depende del azar’, es entonces indispensable» (Boudot, 1979, p. 332). La
variable aleatoria es la herramienta matematica que permite pasar del estudio de sucesos
aislados al estudio de las distribuciones de probabilidad, que son funciones reales y por lo
tanto, hace posible la aplicacién del analisis matematico y de otras herramientas
matematicas a la estadistica (Batanero, 2001).

Una definicion formal de variable aleatoria se reproduce a continuacion:

Sea (£, 4, P) un espacio de probabilidad y R el cuerpo (o0 campo) de los nimeros reales. Se
dice que la aplicacion:

E Q- R
o — ¢(w)eR

gue a cada suceso elemental hace corresponder un nimero real, es una variable aleatoria si
para todo nimero real x, se verifica la relacion:

1) A={o|f(w)<x}en
es decir, se verifica que A es un suceso. (Cuadras, 1999, p 71-72).

Asi, la definicion matematica de la variable aleatoria exige que la imagen inversa de
todo &'(w) sea un elemento del &lgebra 2, porque una vez definida una medida de

probabilidad P sobre (£2, .4, P), la variable aleatoria puede determinar una medida de
probabilidad sobre (R, ®), en donde @ es la sigma-algebra construida por los conjuntos de
Borel en R. De esta forma, la variable aleatoria induce una medida normada sobre los
conjuntos que representan a los sucesos (Godino, Batanero y Cafiizares, 1996).

Asi mismo se observa que la variable aleatoria esta definida para todo suceso del
algebra de sucesos, y no s6lo para los puntos muestrales (elementos del conjunto £2). Es
decir se trata de una aplicacion de 4 en R, lo que garantiza que la imagen inversa de
cualquier elemento del conjunto imagen pertenezca a 4y por tanto podamos posteriormente
calcular su probabilidad, que estaba definida previamente sobre 4.

Un caso particular importante es el de experimentos aleatorios en los que
aparentemente la variable aleatoria estd implicita en los puntos muestrales. Por ejemplo, el
experimento consiste en observar el tiempo de espera a un autobus, el nimero de llamadas
telefonicas que espera un conmutador o la medida de la altura de una mujer, en tal caso
o =¢&(w). Sin embargo, generalmente a partir de un mismo experimento aleatorio se

pueden definir diferentes variables aleatorias o bien a partir de operaciones algebraicas o
analiticas entre variables (en donde se pueden incluir variables no aleatorias) se generan
nuevas variables aleatorias. Por ejemplo, en el experimento aleatorio de extraer de una urna
el nombre de un trabajador de una fabrica, la variable aleatoria podria ser el «nimero de
miembros de la familia del trabajador ganador» pero también podria ser el «<nimero de afios
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que tiene laborando en la fabrica el trabajador ganador» o cualquier otra caracteristica
dependiendo del motivo por el que se esta interesado en efectuar esa extraccion.

Entonces, la definicion de la variable aleatoria esta condicionada por dos contextos, el
matematico y el dado por el problema. Es en este sentido que para Miller (1998) es tan
importante hacer la distincion sobre la forma en que se define a la variable aleatoria en el
discurso escolar. El alerta sobre las dificultades posteriores que puede traer consigo
confundir el resultado del experimento con la variable aleatoria o el espacio muestral del
experimento con el conjunto de valores que puede tomar la variable.

En este sentido, una propuesta didactica interesante es la que hace Parzen (1971). El
plantea introducir la variable aleatoria y «toda la abrumadora cantidad de nociones que hay
gue introducir simultaneamente» (p. 8) a través de fendmenos aleatorios con resultados
numéricos (p. 172). Posteriormente, Parzen propone definir el objeto matematico variable
aleatoria y aclarar que en los fendbmenos aleatorios con resultados numéricos, ésta es la
funcidn identidad. Parzen pone énfasis en que «hay que aprender a reconocer y formular
matematicamente como funciones los objetos descritos verbalmente que sean variables
aleatorias» (p. 300). Cuando Parzen se refiere a «la abrumadora cantidad de nociones que
hay que introducir simultdneamente» a la variable aleatoria no sélo se referia a la definicién
de espacio probabilistico y de distribucion, sino también, entre otros, a las medidas de
posicion central, dispersion y posicion y a los momentos de la variable aleatoria. En realidad
la definicidn de la variable aleatoria y su distribucion apenas definen el modelo que auxilia
en la resolucién del tipo de problemas que nos ocupa. Las medidas de tendencia central, de
dispersién y posicion son, la mayor parte de las veces, las que proporcionan la solucion
directa.

3. Lavariable estadistica y la variable aleatoria

Anteriormente se introdujo la variable aleatoria directamente a partir de la idea de
experimento aleatorio. Otra introduccion presentada en algunos textos es a partir de la idea
de variable estadistica, por ejemplo, en Rios (1967):

Si consideramos un experimento aleatorio S y realizamos un cierto nimero n de pruebas
relativas al mismo, obtenemos un conjunto de observaciones, que se llama una muestra
aleatoria de extension n. Este conjunto de resultados dara lugar a una tabla estadistica en
gue a unos ciertos valores de la variable corresponden una ciertas frecuencias. A tal
variable, que representa tnicamente los n resultados de n realizaciones del experimento
aleatorio S la denominaremos variable estadistica. (Rios, 1967, p. 70. Las cursivas son del
texto original.)

Y la variable aleatoria la concibe como el resultado de la repeticién indefinida del
experimento:

Si imaginamos hechas una infinidad de pruebas relativas al experimento S la infinidad de
resultados posibles da origen a la nocién de variable aleatoria asociada al experimento S. En
este caso la variable aleatoria toma los valores que representan los sucesos elementales
posibles de dicho experimento con unas ciertas probabilidades que le corresponden. (Rios,
1967, p. 70).

El autor explica que los conceptos concretos de muestra, frecuencia y variable
estadistica, llevan, por un proceso de abstraccion, a los de poblacion, probabilidad y variable
aleatoria. Habla de la distribucion de frecuencias o distribucion acumulativa de frecuencias
que, al generalizarse, dan lugar a la distribucién de probabilidad y funcion de distribucidn.

Sin embargo, hay algunas acotaciones a estas definiciones que merece la pena
mencionar. De acuerdo con ellas, la variable estadistica se relaciona con una muestra de
datos, en cambio la variable aleatoria se relaciona con la poblacion, aunque en ambos casos
se supone la existencia de un «experimento aleatorio S» vinculado con la recoleccion de los
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datos. Pero esta definicion sélo se aplica cuando la asignacion de probabilidades es
frecuencial, pues en este caso se parte de una variable estadistica y es mediante un proceso
de inferencia que se llega a la variable aleatoria. Cuando la asignacién es clasica, por
ejemplo, el espacio muestral puede provenir de un analisis teérico o bien del recuento del
total de datos de la poblacion. En tal caso, la definicién de variable aleatoria no requeriria
del proceso que menciona Rios. También hay casos en la probabilidad clasica en que seria
necesario trabajar con la variable estadistica si se plantean problemas de muestreo. También
existen variables aleatorias o estadisticas compuestas que se definen a partir de otras
variables aleatorias o estadisticas.

Observemos también que Rios establece la presencia del experimento aleatorio en la
conceptualizacion de ambas variables. Una definicion mas tedrica de variable aleatoria esta
de acuerdo en la relacién que ella guarda con un experimento aleatorio, lo cual, en algunas
ocasiones, no ocurre con la variable estadistica. Estas situaciones serian aquellas en las que
se obtiene el total de datos de la poblacién (censo) con objetivos descriptivos. De acuerdo
con la definicion de variable estadistica (dada jError! No se encuentra el origen de la
referencia.) habra un experimento aleatorio que se usa para recolectar datos, pero en el caso
de un censo no hay un muestreo aleatorio, puesto que todos los miembros seran
seleccionados. En esta situacion la definicion de la variable como aleatoria o estadistica no
depende del nimero de pruebas sino del uso que se le dé a los datos. Si el objetivo es
descriptivo, la variable seria estadistica, sin la realizacion del experimento aleatorio en la
recoleccién de los datos, pero si el objetivo fuera conocer la probabilidad de que un
miembro tenga cierta caracteristica, seria aleatoria, puesto que el experimento aleatorio
involucrado estaria dado por la seleccion aleatoria de un miembro de esa poblacion y el
espacio muestral es conocido (obtenido empiricamente a través de la recoleccion total de los
datos). Es decir, en esta Gltima situacion la recoleccion de datos no estaria dada por la
repeticion del experimento aleatorio. Ademas, en el caso de un censo, y para una variable
discreta, la distribucion de probabilidad aparentemente seria la misma que la distribucion de
frecuencias relativas: su grafica tendria la misma forma y sus valores serian los mismos,
pero conceptualmente serian muy diferentes. La gréafica y los valores de la distribucion de
una variable estadistica, conceptualmente cambiarian por completo en el momento en que
una persona esté interesada por contestarse alguna pregunta probabilistica con respecto a esa
poblacién, puesto que esa misma grafica y los mismos ndmeros representarian la
distribucion de wuna variable aleatoria. Esto podria generar confusiones en las
conceptualizaciones de los estudiantes.

De manera general, la variable estadistica esta relacionada con la recoleccién de una
muestra de datos y la variable aleatoria con un conocimiento del espacio probabilistico
(obtenido tedrica o empiricamente a través de un censo). La variable aleatoria siempre esta
vinculada con un experimento aleatorio, pero la estadistica no necesariamente. La aleatoria
estad vinculada con las diversas asignaciones de probabilidad, ya sea laplaciana, frecuencial,
subjetiva o alguna otra, en cambio la estadistica lo esta con la obtencion de las frecuencias.

4. Modelacion y variable aleatoria

La variable aleatoria es un modelo matematico para describir situaciones reales
(Chaput, Girard y Henry, 2011) y a su vez, uno de los elementos que determinan la
modelacion de la funcion de distribucién (inseparable de la variable). De este modo la
variable aleatoria es un objeto matematico que describe «la realidad» y se convierte en la
«realidad matematica» que se modela mediante la funcion de distribucion.

Desde el punto de vista didactico, la generacion de modelos probabilisticos y
estadisticos se enfocan al proceso de construccion de conocimiento en la escuela y en la
vinculacion que, a través de éste proceso, el estudiante puede establecer con la teoria
cientifica ya instaurada. Describir el proceso de modelacién que siguen los estudiantes
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cuando se enfrentan a un problema en el que esta en juego el objeto matematico de variable
aleatoria y la teoria alrededor de él, es uno de los objetivos de la didéctica de la estadistica.
Lo que forzosamente deberd incluir el razonamiento con y a través de la teoria, lo cual
conlleva al estudio del razonamiento con modelos probabilisticos y estadisticos, y la
modelacion como un proceso de ensefianza.

El razonamiento estadistico trabaja a partir del conocimiento estadistico, el
conocimiento del contexto y la informacién proporcionada por los datos. El trabajo de
modelacion con la variable aleatoria requiere una sintesis entre el conocimiento del contexto
y el conocimiento estadistico en donde la variable aleatoria juega un papel importante: surge
del contexto y permite la matematizacion del problema. Para Wild y Pfannkuch (1999) los
modelos son formados con datos tomados del contexto real incorporando «conocimiento
experto» y en los modelos estadisticos alguna de esa informacion que se toma de la realidad
ya son datos estadisticos. Por su parte, Coutinho (2001) retoma la modelacion propuesta por
Dantal (1997), quien describe el proceso de modelacion deseable en el salén de clases
compuesto por los siguientes pasos: (1) Observacion de la realidad; (2) Descripcién
simplificada de la realidad; (3) Construccion de un modelo; (4) Trabajo matematico con el
modelo; (5) Interpretacion de resultados en la realidad. No se trata de un proceso rutinario,
puesto que el estudiante no estara en posesion de todo el conocimiento matematico
necesario para resolver el problema, muy al contrario, en este proceso se espera que el
estudiante lo adquiera. La construccion se establece en un ritmo que se asemeja a la
generacién del conocimiento cientifico.

Por otra parte, Heitele (1975) asegura que la modelacién en contexto estocastico
algunas veces los mismos objetos son tomados como «realidad» y otras como «modelo».
Asi por ejemplo, en muchas situaciones de modelacidn la simetria o las frecuencias relativas
son consideradas parte de la realidad, pero en otras se objeta que el concepto de simetria ya
es en si un modelo y que registrar frecuencias relativas significa cuantificar la realidad, lo
cual presupone la generacién de un modelo. Heitele resuelve esta aparente inconsistencia
estableciendo las relaciones entre realidad y objetos matematicos en una estructura de
estratos. Esto es, sin duda los valores numéricos de los datos se pueden considerar como un
modelo (una vez que se ha establecido una variable, por ejemplo), pero desde un estrato mas
alto, se les puede ver como parte de la realidad. Lo cual significa que se ha pasado de una
realidad palpable y visible a una «nueva realidad» en la que los valores de una variable
emergen como hechos reales. Este ultimo seria el esquema de acuerdo al cual las
frecuencias relativas de una variable son mapeados sobre probabilidades, concebidas en las
mentes humanas dentro de un modelo matematico.

Por otro lado, Henry (1997) afirma que la construcciéon de modelos y su
perfeccionamiento progresivo intervienen en cada fase de la resolucién de problemas
estadisticos, no s6lo en situaciones préacticas, sino también en trabajo de desarrollo tedrico.
Para él, la modelacion no s6lo implica un proceso que requiere ser retomado una y otra vez
para su mejora sino también que la resolucion de un problema estadistico puede dar lugar a
varios procesos de modelacidn sucesivos. En un cierto sentido, Henry esta de acuerdo con
Heitele en que la modelacion puede tener distintos estratos dentro de un mismo proceso de
resolucion de problemas y afirma que por ello es importante diferenciar el modelo de la
realidad. Tanto Heitele como Henry aportan propuestas Utiles para nuestra investigacion, ya
gue en un proceso de resolucion de problemas en el que la variable aleatoria se vea
involucrada, forzosamente se debera pasar por Io menos por dos estratos de modelacion, o
dos procesos de modelacion de acuerdo con Henry. EI primero es la formulacion de la
variable y el segundo es la formulacion de la funcién de distribucion como modelo
matematico. En ambos estratos la variable desempefiard un papel dual, en un primer estrato
sera el modelo obtenido y en el otro, la realidad. Esto ocurre principalmente cuando se
considera la probabilidad laplaciana como modelo de asignacion de probabilidades al
espacio muestral.
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5. Relacion entre las variables estadistica y aleatoria en la modelacion

Por otra parte, mientras que los textos de estadistica matematica o probabilidad, como
Meyer (1989), enfocan la variable aleatoria Unicamente desde la probabilidad clasica
laplaciana para aplicar estos modelos al analisis estadistico, otros autores (como Rios, 1967)
hacen compatibles las concepciones clésica y frecuencial, para posibilitar la aplicacion de la
inferencia a las situaciones practicas. Para Rios, la teoria de probabilidades es «el modelo
matematico de las regularidades que se observan en las series de frecuencias
correspondientes a los fenémenos aleatorios» (p 73). Desde esta perspectiva hay dos
simplificaciones de la realidad para pasar a un modelo matematico: en la primera, se
eliminan resultados posibles inconvenientes o0 poco usuales: que un dado caiga sobre una
arista, que la moneda caiga de canto, que exista una carta en blanco en un mazo de pdker,
etc. En la segunda, se admite la estabilidad de las frecuencias de los sucesos posibles. Es
decir, que las frecuencias tienden a acercarse a un valor tedrico de probabilidad. Rios
presenta la base empirica de la teoria de probabilidades a partir de la observacion de la
estabilidad de las frecuencias relativas que permite definir la probabilidad frecuencial y por
lo tanto, en la basqueda de su regularidad, hace uso de la variable estadistica. De acuerdo
con él, la realidad nos lleva a observar la estabilidad de las frecuencias y sus propiedades.
Por un proceso de conceptualizacion pensamos en la existencia de un limite de las
frecuencias relativas (probabilidad) admitiendo como axiomas las propiedades observadas
empiricamente en las frecuencias relativas. Una vez admitidos estos axiomas bésicos, es
posible deducir todo el calculo de probabilidades y a partir de él, los modelos que
constituyen la estadistica matematica de manera inmediata, con lo cual ya es posible trabajar
con ellos para dar una solucién al problema planteado. La Gltima fase de la modelacion seria
la interpretacion del modelo en la realidad para determinar la solucion a las preguntas
planteadas.

6. Lavariable aleatoria y los modelos de distribuciones

Batanero (2001) indica que un ejemplo notable de modelacion estadistica a partir de
un problema préactico son las distribuciones de probabilidad, que permiten describir en
forma sintética el comportamiento de las distribuciones empiricas de datos estadisticos y
hacer predicciones sobre su comportamiento. Por su parte, Krickeberg (1973) sostiene que si
estamos interesados en la variable aleatoria X, en realidad lo estamos en su funcion de
distribucidn, puesto que ésta nos proporciona las probabilidades con las cuales el valor X(w)
esta comprendido dentro de los diferentes conjuntos de .4 en una observacion aleatoria con
resultado @. Sin embargo otros autores (Meyer, 1989; Feller, 1989) sostienen que es en la
variable aleatoria en la que radica la importancia de las distribuciones de probabilidad
puesto que es ésta en la que se manifiesta el espacio muestral y el experimento y por lo tanto
la realidad.

Como regla de correspondencia y desde una perspectiva puramente matematica, la
variable aleatoria podria ser arbitraria, siempre y cuando el espacio muestral definido
satisfaga las condiciones establecidas en la definicion (Mood y Grayhbill, 1963), pero desde
una perspectiva de modelacién, la regla de correspondencia debe tener un sentido a partir de
una pregunta que se pretenda resolver.

7. Conclusiones

A lo largo del presente trabajo, se ha visto que, como un objeto matematico complejo,
la variable aleatoria se relaciona con otros objetos matematicos que tienen sus propias
complejidades y que, a su vez, éstos influyen en como se conforma y las acepciones que de
él se tengan. Desde una perspectiva educativa, esto hace que el objeto de nuestro interés sea
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dificil de analizar si no se tiene una clara definicion del alcance que se pretende en los
estudiantes. Los libros analizados conforman una muestra de la diversidad de alcances y
enfoques con los que se puede ensefiar y analizar la teoria en los que se sustenta.

La vision en la escuela tendra que ser limitada, sobre todo cuando se trata de cursos
introductorios en el nivel universitario, pero también completa porque las concepciones
tratadas tendran que mostrarse como la conformacion acabada de una idea que les serd (til
profesionalmente a nuestros estudiantes, sobretodo porque para muchos planes de estudio,
los cursos introductorios son los Unicos cursos de probabilidad y estadistica que se imparten.
El concepto explicito de la variable aleatoria como el objeto en el que esta sustentado el
paso de la matematica de conjuntos al analisis matematico debera ser pospuesto para cursos
mas especializados o carreras mas especificas, sin embargo no es deseable posponer el rol
implicito que juega este concepto en la aplicacion de la teoria de probabilidad y estadistica
matematica en cualquier profesion y en la cotidianeidad mundana. La modelacion de
situaciones aleatorias y el papel de la variable aleatoria en ella son clave para lograrlo,
aunque la modelacién tampoco es un aspecto simple. Las acepciones de los conceptos
involucrados con nuestro objeto de estudio también modifican la forma en que se desarrolla
el proceso al resolver un problema en el que estd vinculado la variable aleatoria. Sin
embargo, dentro de toda esta diversidad, se condicionan las acepciones y construcciones de
la variable aleatoria sobre el significado de la probabilidad.

La teoria de la probabilidad no da cuenta de la forma en que se conforma el espacio
de probabilidad. Define las condiciones de una probabilidad que llamaremos axiomatica y
con ello proporciona ciertas condiciones sobre las que descansa el resto de la teoria. Sin
embargo, la relacion de esta teoria con la realidad est4 dada a través de la forma en que se
asigna el valor de probabilidad y por lo tanto, esta asignacion también indicard como opera
y surge la variable aleatoria. Es decir, los significados que aporta la teoria a la realidad y
viceversa provienen de esa asignacion. Por lo tanto, también es importante tratar las
diferentes formas de asignar la probabilidad, al menos la clasica y la frecuencial, y
relacionarlas con la nocién de variable aleatoria.
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